DESKRIPTIVNA
GEOMETRIA




Deskriptivha geometria je odvetvie matematiky zaoberajuce
sa zobrazovanim trojrozmerného priestoru do roviny.
Poskytuje metody, ktoré umoznuju dosiahnut jednoznacnost
tychto zobrazeni. Zakladnou metodou je premietanie.



Premietanie

Zakladné typy:

- rovnobezne premietanie (Specialnym typom je kolmé
premietanie)

- stredové premietanie
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Rovnobezné premietanie



Rovnobezny priemet bodu

Rovnobezny priemet bodu je vZdy bod, ktory je priesecnik premietace) |

a priemetne.  Priemet bodu, Ktory lezi
v priemetni, je ten isty bod. Na obrazku
3.1.1 je zobrazeny rovnobezny priemet
bodov A a B, ktoré leZzia v opacnych
polpriestoroch vzhladom na priemetiu 7
abodu C, ktory lezi v priemetni. s* je
premietacia priamka bodu A as” je
premietacia priamka bodu B.

Priemet dtvaru U je utvar U;, ktory je
mnoZinou priemetov  vSetkych  bodov
itvaru U. Premietacie priamky vSetkych
bodov dtvaru U vytvdraju premietaci utvar,
U, je prienikom premietacicho utvaru
a priemetne. Ak utvar U lezi v priemetnt,

tak jeho priemet je zhodny s povodnym utvarom, t. j. U, = U. Najjednoduchsie

dtvary sd bod, priamka a rovina.
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Rovnobezny priemet priamky

i i ictaci dtvar priamkKy j
Ak priamka a nie je rovnobeznd so smerom premictania, tak premietact ut p Y]

. . . — 4 ,
rovina, ozna¢ime ju A° (ac A"AA" || s). Priemet prian}’ky’ aje priamka a, : 2’. &k
(Obr. 3.1.2a). Premietaci dtvar priamky b, ktord je rovnobezna so smerom premietania, je
priamka b, preto jej priemetom je jediny bod b, = b N 7 (Obr. 3.1.2b).

Veta 3.1.1: RovnobeZny priemet priamky je bod, ak je priamka rovnobezna so smerom
premietania, inak je rovnobeZny priemet priamky priamka.

Definicia 3.1.2: Stopnik priamky je priese¢nik priamky s priemetiiou.

StoEm’k priamky a v priemetni 7 oznatujeme P, Na Obr. 3.1.2a, b st zobrazené stopniky P¢
a P priamok a a b. Priamka c rovnobeZnd s priemetiiou stopnik nem4, je; rovnobezny priemet

je priamka c¢; || ¢ (Obr. 3.1.2¢).
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Obr. 3.1.2a




Rovnobezny priemet roviny
ak premietacie priamky vsetkych jej

Ak rovina & nie je rovnobezna so smerom premietania, e p : ‘
cela priemetna, t.j. & =7

bodov vyplnia cely priestor, preto priemetom takejto roviny J¢ | -
(Obr. 3.1.3a). Ak rovina £ je rovnobeZna so smerom premietania, tak premictact utvar roviny

Bje samotn4 rovina B a jej rovnobeZny priemet je jedind priamka /i = B 7z (Obr. 3.1.3b).

Obr. 3.1.3a

Obr. 3.1.3b Obr. 3.1.3¢

e ele : 7 Y . ' 1 1 .
¥ ta-3 1.2 Bovqobezny priemet roviny je priamka, ak je rovina rovnobeynd so smeron
premietania, inak je rovnobezny priemet roviny celd priemetiia :



Definicia 3.1.3: Stopa roviny je prieseénica Toviny s priemetiiou.

SIOI,JU rOVl“yRa V priemetni 7 oznatujeme p* Na Obr. 3.1.3a,b si zobrazené stopy p” a P’
rovin a:d b. Rovina yrovnobesng s priemetiiou stopu nemd, jej rovnobezny priemet je cela
priemetna % = & (Obr. 3.1.3c¢).

Pre m}nohe ,kons,trul«_{c,le v deskriptivnej geometrii si dolezité dve sdstavy priamok v rovine:
hlavné a spadové priamky.

Definicia 3.1.4: Hlavn4 priamka roviny je
priamka roviny rovnobeZnd s priemettiou.
Spadova priamka roviny je priamka roviny
kolma na stopu tejto roviny.

Poznamka: Hlavné priamky roviny «
oznaujeme A% a spddové priamky s% Ak
pracujeme s viacerymi hlavnymi, resp.
spadovymi  priamkami jednej roviny
pouZivame ako index bod, ktorym tieto
priamky prechadzaji, t.j. pouZijeme
oznalenie A* as® v pripade, ked’ priamky
prechddzaji bodom A€ @ avilohe
vystupuje len jedna rovina (Obr. 3.1.4).

Pripomenime si tri fakty, ktor¢ Vyplj'/V{i:ljﬁ Obr. 3.1 4
priamo zo zékladnych viet zo stereometric:

* Kad4 hlavn4 priamka roviny je rovnobeZna so stopou roviny.
Priamka roviny rozna od hlavnej priamky m4 svoj stopnik na stope tejto roviny.

je kolmd na kazdi hlavnd priamku danej roviny, t.j. hlavné
pravouhld siet’ priamok v rovine (Obr. 3.1.4).

* Kazd4 spadova priamk'a
a spadové priamky tvoria



Pojmy:
Stopnik priamky - bod, priesecCnica priamky s priemetnou
Stopa roviny - priamka, priesecnica roviny s priemetnou

Hlavna priamka roviny - prianka roviny rovnobezna s
primetnou

Spadova priamka - priamka roviny kolma na stopu tejto
roviny



3.2 Zakladné vlastnosti rovnobezného premietania

V tejto Easti uvedieme vlastnosti rovnobezného premietania, ktoré vyplyvaju zo zakladnych
poznatkov planimetrie, stereometric a z definicie rovnobezného premietania. V d'alSich

tastiach sa budeme na tieto vlastnosti odvolavat’.

V1. Rovnobe?né premietanie zachovéva incidenciu ttvarov. Utvar U inciduje s Gtvarom V,
ak U je prvok alebo podmnoZina V alebo V je prvok alebo podmnozina U. Napriklad:

» bod A inciduje s priamkou g znamena, Ze A € a,
= bod A inciduje s rovinou @znamend, Ze A € &,

» priamka a inciduje s rovinou ¢ znamené, ze a C .

7achovanie incidencie bodov a priamok znamena: ak A € a, tak A, € a, (Obr. 3.2.1a).



mok, t.j. ak a, b sa dv
rovnobeZné€ SO Smeroi
ovnobezné priamk

V2. RovnobeZné premietanie zachovava rovnobeZnost p.rlﬂ ,
navzdjom rovnobezné priamky v priestore, ktoré nie su |
premietania, tak ich rovnobezné priemety d, b si navzajom I
v priemetni (Obr. 3.2.1b).

Obr.3.2.1a Obr.3.2.1b

V3. Rovnobezné premietanie zachovava deliaci pomer bodoy ng priamke. Deli
. - . . - . C '3' e i . .
definovany pre tr1 kolinearne body (t. j. body leZiace na Jedne; Priamke) ¢ kldc:l pomer je
>) takto:

Definicia 3.2.1: Nech A, B, C su tri kolinedrne body, B = C. Delj

¢islo (A, B; C) definované takto: 1€ pomer bodoy 4. B, C je
NP AC]
1. ak Clezi na iseCke AB, tak  (A4,B;C)=-1"""=I
BC
e

2. ak C neleZi na tseCke AB, tak (4, B;C)=""-

T



Viastnosti rovhobezného premietania

priemetom bodu je bod
priemetom priamky je priamka alebo bod
priemetom roviny je cela priemetna alebo priamka

zachovava incidenciu (nalezenie), rovnobeznost, kolinearitu
(deliaci pomer bodov, t.z. napr. strd useCky sa zobrazi do

stredu usecky)

vdeobecne* nezachovava dizky, velkosti uhlov (ani kolmost)



Kolme (pravouhlé) premietanie

Specialny typ rovnobezného premietania
Smer premietania je kolmy na priemetnu



3.3 Kolmé (pravouhlé) premietanie

leraz sa budeme zaoberat' 3pecidlnym pripadom rovnobeZného premietania, kolmym
premietanim, ktor€ je zdkladny prostriedok Mongeovej projekcie.

Definicia 3.3.1: Kolmé premietanie je také rovnobeZné premietanie, ktorého smer je kolmy
na priemetnu.

Kolmé premietanie je jednoznaéne urdéené priemetfiou. Pre kolmy priemet bodov, priamok
arovin platia vSetky vety z Casti 3.1, rovnako aj vlastnosti V1 az V4 z ¢asti 3.2.

Zviet 3.1.1 a3.1.2 vyplyva:
* Kolmy priemet priamky je bod, ak je priamka kolma na priemetiiu, inak je kolmy
priemet priamky priamka.
* Kolmy priemet roviny je priamka, ak je rovina kolmd na priemetiiu, inak je kolmy

priemet roviny cela priemetria.

Kolmé premietanie ma vlastnosti, ktor€ neplatia pre Sikm¢€ premietanie:



- A

v3. Pre dizku kolmého priemetu se&ky plati:

|A Bl| -—:lABiocos ®,
kde AiB; je kolmy priemet Uselky AB a ¢ je uhol priamky AB apricmetne 7
(Obr. 3.3.1). Dizka priemetu lsecky je najviclia, ak AB || 7, t. j. ¢ =0, viedy cos@=1a

plati:
|AB,| =|AB|.

Vo vsetkych ostatnych pripadoch je kolmy priemet dsecky krat$i ako pdvodna dsecka.

Poznimka: V premietani, ktoré nie je kolmé sa moZe stat’, Ze priemet tsecky je dIhsi ako
povodna usecka.

Obr. 3.3.1 | Obr. 3.3.2
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4 MONGEOVA PROJEKCIA 1. cast’

Jeden z ciel'ov deskriptivnej geometrie je zobrazenie priestorovych objektov do roviny ato
11k, aby obraz objektu bolo moZné zostrojit’ pomerne jednoducho, aby bol nazorny a aby bolo
mozné z obrazu pdvodny objekt zrekonStruovat’. Pri
stidiu na Stavebnej fakulte a Fakulte architektury
v Bratislave budete mat moZnost spoznat' viacero
sobrazovacich metéd. V tejto kapitole sa budeme
saoberatt metédou zaloZenou na dvoch  kolmych
premietaniach, ktora sa nazyva Mongeova projekcia
podla vyznamného francizskeho geometra
2 matematika Gasparda Monge (1746 az 1818).
Gaspard Monge je povaZzovany za zakladatel'a
deskriptivnej ~geometrie, zaviedol pouZitie dvoch
premietani  do dvoch zdruZenych priemetni, ¢o
umoznilo riedit’ ulohy o vel’kosti, tvare a vzajomne]

polohe priestorovych objektov.

V tvodnych Castiach tejto kapitoly budeme charak_terizovat’ pojem Mongeova projekcia
1 ukdzeme, ako sa zostroji obraz zdkladnych geometrickych utvarov v Mongeovej projekcii.
Dalej sa budeme zaoberat’ polohovymi am(?trleffml dlohami a velku pozornost’ budeme
venovat’ zobrazeniu rovinngch ttvarov a telies. V poslednej Casti ukdZzeme pouZitie trete]

priemetne pri rie$eni uloh.



Mongeova projekcia

- dvojica kolmych premietani do dvoch vzajomne kolmych
priemetni



4.1 Obraz bodu v Mongeovej projekcii

gi!i?:zo?ll;iig;ozolzgnr: 'pl(: Ve(_:.lat’ Ze’Mongeova projekcia je dvojica kolmych premietani do
) olmych priemetni, RovnobeZné premietanie nie je bijektivne zobrazenie,
a ted? Z Jed\fl‘?h'o priemetu b.odu nie je moZné urdit’ jeho polohu v priestore, preto je potrebné
Zﬁdat. doplnujicu ln.formficm o bode. Ak touto informdciou bude d’aldi kolmy priemet bodu
do priemetne kolmej na prvi priemettiu, tak dostaneme Mongeovu projekciu.

Charakteris?ika Mongeovej projekcie: prvi priemetiiu volime Vo vodorovnej polohe,
nazyvame ju podorysiia a oznalujeme ju 7z druhd priemetiiu volime v zvislej polohe,
nazyvame ju narysha aoznalujeme ju Vv, @ 1 v. Priesenicu rovin 7 a V nazyvame
zakladnica alebo os x. | !

Nech X € E°. Zostrojime dva kolmé _'pﬁemety bodu X, prvy priemet je kolmy priemet do
podorysne, oznaCime ho X;, druhy pnemet j’c kolmy priemet do nérysne, oznacime ho X5, tym
sme dostali usporiadani _d'VOj_iéil_j-‘ I'b;'fz_y_-'[Xl, X,], Xi€ m, X, € v. Za ndkresfiu budeme
povazovat’ rovinu V (nérysﬁu).”Prie;ﬁéty X,, X, zdruZime tak, Ze prvi priemetnu oto¢ime do
druhej priemetne okolo osi X (Obr; 4.1.1a), toto otodenie nazyvame zdruZenie priemetni.
Bod X, € 7 sa zdruZenim prien ethi otoéf do bodu v nérym:li, kFVorjr opéit” oznalime X;.
Vysledkom je usporiadand dvojica bogov (X1, Xl_], v nérysni, pricom plati X,X; L x. Ku
kazdému bodu v priestore vieme jedng maénﬁpmad“ usporiadant dvojicu bodov v narysni.

A naopak, ak mdme us pO!'l adand’ EW ia“’ [X;, Xa] v nﬁrysni, pre ktord plati X,X, L x,

. .3 a H‘*q " Fa

vieme k nej jednoznacne pnradlt’bﬁdxv _

_P.':'P‘.ulr.
el P .

+



obrazom bodu

i L Lxge

Usporiadand dvojica bodov [X,, X,] v ndrysni, pre ktort pid upené prieme
v Mongeovej projekcii, hovorime tiez, 7ze body X, Xo st Z

Spojnicu X, X, nazyvame ordinala bodu X. -
. . o Pre nriemety oSt X platiz xp =X
Obr. 4.1.1b predstavuje obraz bodu X v Mongeovej projekeil. Pre pi iemety P

budeme pouZivat’ oznaCenie x, ,.

T Xo  gx % X2

® X]
Obr.4.1.1a Obr.4.1.1b
7r— pddorysna (prvd priemetna) X1 — podorys (prvy priemet) bodu ¥
v — ndrysia (druhd priemetna) X, — narys (druhy priemet) bodu X
x — zédkladnica, os x X1 2 — podorys aj ndrys osi x,

X, X, 1L x;,—ordindla bodu X
' xe ' Al La- prva (podorysne) premietacia priamka bodu X
Y Xe % A %¥ 1L v—druhd (narysne) premietacia priamka bodu X

Definicia 4.1.1: Nech 7 a v si dve kolmé roviny v priestore E>. Mon

ECOVA projel .
’or . v ’ . . 3 . ll‘,‘) & N
vzajomne jednoznacné zobrazenie bodov priestoru [E” na usporiadané dvojice ;'dj l}ua je
: o > - A0T 2 ihrre
priemetov bodov v narysni. tzenych






























Obraz priamky v Mongeove] projekcii
- kolmym priemetom priamky je priamka, alebo bod
- priesecnik priamky s podorysnou sa nazyva podorysny

stopnik, priesecCnik priamky s narysnou sa nazyva narysny
stopnik priamky






Uloha:

Dane su zdruzené priemety bodov A, B. Zostrojte zdruzené
priemety priamky AB a jej stopniky.






Priamky v specialnych polohach






Uloha:

Dane su zdruzené priemety bodov A, B. Zostrojte stopniky priamky
AB - priemety stopnikov.






Obraz roviny v Mongeovej projekcii

- kolmym priemetom roviny moze byt priamka alebo cela
rovina

- v pripade, ze rovina nie je kolma na ziadnu priemetnu je je]
obraz definovanany dvojicou (trojicou) priamok - stop roviny
(pOdorysna stopa, narysna stopa)






Priamka v rovine

- ak priamka lezi v rovine, tak svoje stopniky ma na stopach
tejto roviny, podorysny stopnik na podorysnej stope a narysny
na narysnej stope



Uloha:

Dana je rovina (svojimi stopami) a podorys priamky a, ktora lezi v
danej rovine. Zostrojte narys priamky a.






Bod v rovine

- bod lezi v rovine vtedy, ked lezi na niektorej priamke tejto
roviny

- ak pozname jeden z priemetov bodu v urcitej rovine, druhy
primet mozeme zostrojit pomocou vhodnej priamky roviny
prechadzajucej tymto bodom



Uloha:

Danad je rovina (svojimi stopami) a pddorys bodu A, ktory lezi v
danej rovine. Zostrojte narys bodu A.






Uloha:

Zostrojte stopy roviny ABC ak su dané zdruzené priemety bodov
ABC.









Rovina v specialnej polohe


















